
小さな Reynolds数における平行平板間の
助走区間流れについての数値解料

(熱を伴う場合一一1)

中 西 助 次*

(昭和53年10月6日受理)

Numerical Solution for Laminar-Flow in the lnlet 

Section of Parallel-Plates at Small Reynolds Number 

(In the case of heated flow-I) 

By Suketsugu NAKANISHI 

(Received Oct. 6， 1978) 

Momentum and energy equations were solved by using the五nitedifference method 

under the assumption that the two equations are independent， with regard to the velocity 

and temperature distributions of fiow in the inlet section between parallel-heated plates. 

Dependencies of the development pattern of velocity and of the t巴mperaturedistribu-

tions are shown to be on the Peclet number. 

1 まえがき

数値解法は電子計算機の発達にしたがって急速に進

歩して来ており，流体力学あるし、は熱工学に関して

も，数学的解析手法で‘は困難とされる非線形項の取扱

い，流れが時間的に変動する非定常流れ(現在の所，

乱流問題を取扱うまでには至らず脈動流の段階であ

る)の場合などについてかなりの威力を発衛してい

る。また，実験的・測定データーを得ることの困難な

領域の問題にも有益な方法であろう。

ここで，円管および平行平板流路などの助走区間流

れに関する研究を取り上げてみると次のような報告が

数値解法を用いてなされている。 たとえは W.H.

Kaysは H.L. Langhaarの円管内流れについての流
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速分布の解析解1)を用いて，エネノLギ一方程式を線形

化し 温度分布および熱伝達に関する数値解を2ヘ

D. H. Ulrichsonらは半径方向の対流項を考慮、して

W. H. Kaysの結果(半径方向対流項を無視したもの)

を改良した数値解を3ヘ また， R. Manoharは差分法

を用いて流速分布，温度分布および熱伝達に関しての

数値解をへ そして黒崎はふく射と対流の共存する流

れについて J.R. Bodola が円管助走区間流れに用い
たと同じ差分法を用いて数値解引を報告してL、る O

ただしこれらの報告はすべて境界層理論の成立つ

大きな Reynolds数の流れに関したものであり，特に

熱伝達を問題にしている C このことは解析に際して.

境界層内を問題にすればよく，特に熱伝達に関する限

り，壁面のごく近傍の流れさえわかればよL、。したが
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って，解析に用いる基礎方程式は壁面に垂直方向の粘

性力および壁面平行方向の熱伝導項をそれぞれ消去し

た型の境界層に関ずる方程式を基礎にしたものであ

る。また，流体の物理的性質は温度に依存しないとし

て、運動方程式とエネノレギ一方程式を独立に解を求め

ている。この仮定は加熱壁面 流体聞の温度差の小さ

な場合は全く満足するものであるが，彼れらの報告で

取扱っているような大きな温度差の場合は若干の問題

を生じる O しかし前にも述べたように，彼れらは特

に熱伝達を問題にしており，一般にそのような場合に

これらの厳密な解析は実際的でなく，補正係数を乗ず

る事によって補えばよいとされているからであろう。

このような大きな Reynolds数範囲での熱伝達を問

題にした報告に比べて， Reynolds数が小さな，特に

慣性項と粘性項が同程度に影響するような流れに関す

る報告はあまり多くなL、。この理由として考えられる

ことは実際の工業上の問題として大きな流量および大

きな熱交換の要求から来たものであろう O

ところが一方，小さな Reynolds数の流れは呼吸器，

泌尿器および血液循環係なとやの生理流体力学.人工肺

などの人工生体装置および生物工学、また省エネノレギ

ー技術問題の一つで‘ある空気調和に関しての冷暖房熱

交換機や空気調和用ダクト内流れL，などに関連した輿

味ある問題と考える。

このような小さな Reynolds数流れ場での対流伝熱

問題を取扱う場合に，大きな Reynolds数流れではそ

れほどに厳密には必要としなかった流速分布および温

度分布がどのように発達してゆくか，また温度変化に

伴う流体物性値の変化が流速分イIiおよび温度分布にど

のように影響をおよぼすかがむしろ興味ある問題とな

るであろう O

そこで，加熱壁面一流体間の温度差の小さな，加熱

平行平板流路(壁面温度一定)の助走区間流れに関し

て， Reynolds数が 1から20，また Prandolt 数が

0.02から 4についての流速分布および温度分布の数値

解を得たので若干の考察を加えて報告する。

2 計算モデル，基礎方程式
および境界条件

2.1 計算モデル

数値解析は前報6)で行なったと同様の平行平板流路

モデノレにおける助走区間流についてである。図 1に示

すように守間隔 h で置かれた平行平板流路の流路入

口を原点に，流れ方向の平板壁に沿ってJ'，それに垂

I立に y軸を選ぶ。この流路を流体が流れており‘ x:三一

。の領域で平板壁温が Twにステッブ状に加熱され，

流路壁と流体問で熱伝達が行なわれる場合である O 流

れは非圧縮性流体で定常な 2次元層流であり，流路入

口 (xニ0)では圧力 PO，平板に平行な流速 Uoおよひ

流体温度目の」様な速度および温度分布で流入す

る。平板壁温 Twl主一定て、かつ平板壁一流体聞の温度

差は小さし、。したがって，流体の物性値は温度に依存

せず一定で，しかも温度場に関係した外力(浮力〕は働

かなし、。また‘小さな Reynolds数流れを考えている

ので，流体の摩擦による発熱はないと仮定する。
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2.2基礎方程式

数値解析では， 定常流(時間依存の項

h 

Oll 

ot 

;=0)であっても，流体力学問題を解く場合ラ解の

収束をよくするため 瓦および 5tを考慮した，

U nsteady-approach法が一般に使用されるが， 前報5)

での計算結果から，著者が取扱った Reynolds数範囲

陪 30)の計算では与=OLoとした St吋
approach 法でも十分な結果が得られたので，ここで

もSteady-approach法を用いる。そうすると，この場

合の基礎方程式は次に示す連続の方程式 Navier-

Stokesの運動方程式およびエネノレギ一方程式である。

<111 

云二一+二十一=0ox ' ay (1) 

ou OU 1 op ( o2u o2u¥ 
U 玩 +V ay p 何十 ν〔否示 +(J)2) 

(2) 

ou aυ1  ap (o2υ o2υ¥ 
μ oxいり二 p ay + V ¥ ()x2 + a) 2 ) 

(3) 

oT oT I o21、 o2]可¥
μe:χ 十 voy = k ¥7:x2十-，;)--:2) (4) 
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ここで uおよび uはそれぞれ z方向および y方

向の速度成分，Pは圧力， TIJ..流体温度， ρ，レおよ

びhはそれぞれim体の密度，動粘性係数および温度伝
導率である O また，一般にエネノレギ一方程式は，熱伝

導はy方向の温度変化が特に激しく ，y方向への熱伝

導が支配的であるとして，x軸方向の熱伝導項を無視

したものが使用されるが， Goshと Gessが指摘して

いるように温度境界層が厚くなるとこの仮定に問題が

生じる。したがって (4)式のエネルギ一方程式はx方

向の熱伝導も考慮したものである O

数値解は普通無次元にして行なわれるので町次の無

次元数

R.=140~ ， P レ x一一 ←一-

e一 ν ，" r - k' "C - h 

Y=-?， U=  u V=三 (5)
μμO  “o 

p P-POT  To 
~-o:， {} 
puo2 ， U -Tw-T。

を用いることにより(1)(2) (3) (4)式はそれぞれ

。U aV 
dK+万y-=O (6) 

。U __ aU aP 1 /a2U a2U¥ 
U冠 +V万y-=-aK+~\a::;{2+ (jY2) 

(7) 

aV ~_àV aP 1 (O2V o2V¥ 
UaK+ V aY二一万X+R;¥oX2十万戸j

(8) 

o{) _ _ a{} 1 (a2{) a2{}¥ 
【lax+ Vay=ァパOX2十云yi) (9) 

となる O ここで Peば Peciet数 Pe二 Re・Prであ

る。ま7こ，

U=Z，v=一義 州

によって与えられる流れ関数¢を導入すると， (6)式

の連続の方程式は自動的に満足し (7)および(8)式を

それぞれ Yおよび Xで微分し圧力項を消去して整理

すると

(EV3ω acp ω¥ι1  (02wι引)
aX aY - aY aX)' R e ¥aX2寸 aY2)

=0 (11) 

渦度岨に関するi両度輸送方程式となる。そうすると，

流れに関する方程式(6)(7) (8)は(11)式で、満足される。

ここで， 1両度曲は

。V oU ( o2<p o2<p¥ 
ω aX一言y=-，万);:i+o1"2) (12) 

である。また， (9)式は

(pvsopvoo入， _1_{ o20 ， i2{}_ ¥ 
OX aV - OY aX!' P e ¥aX2' aY2J 

ニo (13) 

となるc

したがって.数値解は(11)， (12)および(13)式を解

けばよいことになるc また，仮定より，流体の物性値

l土温度に依存せず一定であることから， (11)， (12)の

渦度輸送方程式と (13)式のエネノレギ一方程式は独立で

ある。結局， 流速と温度はそれぞれ独立に， (11)、

(12)式の解から Uと Vを‘そして(11)，(12)式の

計算結果から得られる?を用いて(13)式の非線形項を

線形化して数値解を行ない温度。に関する解を求めれ

IfよL、c

2.3 境界条件

流れおよび熱輸送が中心軸に対して対称であるとす

ると、境界条件は次のように表わされる。

X=O; U=l， Vニ 0，(}=O 

x=∞ ; U=6(Y← Y2)， Vニ 0，{}=1 

yニ0;Uニ 0，V=O， {}=1 (14) 

Y-1au oo 
=?  ' -;';T-=O， V=O， 017 =0 ム 3Y-v， v -v， aY 

ここでう x=∞の点に関して，実際の数値解では有
限の領域を与えなければならなL、。流速に関しては，

Xキ 0.06・Reの点で流速は発達し， x与0.06・Reの領
域て、分布l土放物分布を保つことがすで、に実験的にも解

析的にも確められている O しかしながら，温度に関し

ては‘ 物理的にはある有限の点 x=x， 以上の領域

(XミX，)で温度分布は完全に発達し Yに無関係に一

様な温度分布。ニ1となることが推測できるが この

発達点 X二x，がどのくらいの値を取るか未だわかっ
ていなL、。したがって， x二 X1の点をどこに定めるか

がエネノレギ一方程式を解くための 1つの問題となるc

このことについての検討は3.1.2で行う O

(14)で示した境界条件をヂと ωに関して表わすと次

のようになる。
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Yニ0;cp =一定，万x-=O，{}ニ1
acp 

Y=2;ψ=一定， ω=O'-aY-=O

3. 数値解法

3.1.1 内部格子点についての差分式

計算領域は図2に示すような平行平板流路内の O三五

X~Xl' 区 Y亘すの領域についてである。この領
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とによって生ずる誤差である。流れ関数ヂ、 i品度ωお

よび温度。に関する導関数を(16)で示したような差分

近似を使って表わすと， (11)ー(12)および(13)式はそ

れぞれ

域内を 1辺がそれぞれJX，.:1Yの格子に分害Ijし(図2

および図3参照)

ωi，j=士〔ωi+l，j+ωi，i+1+ωi-l，j+ωぃ j-1)

+主 C(約十1，j-'P;-1，j)(ω2リ+I ω; ，j-d 
ー('Pi，i+1 -'Pi ，j-d(ωi +1，;ーヂト1，j)J 

( 17) 

廿再
引

f
什

H

判
司

1+1←-← 
j十一ー"t-

jー1十一一+ー

L 
SCj， j =4~ 'Pi +1 ，j+<fJi， j+l + 'Pi-l. j十円 ，j-d什 什十十イ

(18) 
十(.:1h)2 
4ωj，) 

および
図2

o i， j→(A; ，s;+l，j+ B; ，jO; いj+C;，j8; ，j+1 
(19) 

(20) 

十D;，jfJi，j_1)

A，.;=2 ち壬<(i ，jり-'Pi，旦)
2 

B;，j=2+!'.-e・〔引，22寸百二1).' 

Cg，J=2+EE11VHgYUJ) 

- -マr、
~ ~、

D， ;=2-Pぐ('Pj+1，j 竺;c: 1， j) 
2 

である G 分割格子は正方絡子を用いるので.:1X=.:1Y=

:1hニ士であり，れは分割数である o (図2参照)

~ムX\\
世川+1

世ι1" 告しl 世i+l，j

世し).1

3.1.2 境界値および境界に対する差分式

境界条件(15)から，ヂ‘ ωおよび Oの境界値ならひ

に境界値を計算する差分式は次のように与える。

⑨ ?について

、ノーつん
/
t
、、

l

-

i

ー

x=o; 'P1.j+1=.:1h+'P1，j 

(jニ1・・・・..n)

XニX，; 'Pm+1，j+1='Pm+1，j+6(.:1h) 

(Y j -Y j2)+3(:1h )2(1-2Y j) 

(j=1…...n) 

γ=0; 'P1，1=・・ "'='Pj，l=・

='Pm+'，，=O 

hf，引け時1二 二川+1=

各格子点についての微分を次のような差分近似て、表わ

す。

(並判)=.1仲ゆ恥ttj+I叶川+I山1
a紅x)人しsハ川，リJニ 1C E i 山 ι ) 2 1 
(坐)-802，山 att;，j_1
。Y) i， j = '""2(.dY)-''' -'. + E r( (.:1Y)2) 

(内)-POU12802J+札 1バ。X2Jj，jー(孟)2
+Er((.:1X)2) 

(切)付i，j+1-2att;，j+Otti，j_1。Y2/i，j- (:1Y)2 

+E，((.:1Y)2) 

図3

(16) 

='Pm十1，n十1=0.5

ωについて.il 

ここで，Ey((.:1X)2)および E，((.:1Y)2)の項は，.:1X 

および .:1Yの 2次の微小項で，微分を差分近似するこ
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仮想点を含めて司エネノレギ一方程式(13)を手長分式で

表わすと

。rJH1=tuh叫んし叫1+ Bi ，n+18 i -1 ，n+l 
(24) + Ci ，n+lO i ，11+2 + Di .n+l{} i ，tl) 

、(25)

ここで、

~4i ， n+l=2-[}i ， n 牛 1'P ， .11h 

Bi .，，+1 =2+ Ui ，"+1'P， ・11/1

Ci ，n+l =:2-Vi ，n+l.P e ・11/1

Di，"+1=2+ Vi.，，+1・P，.11/1 

xニ0:ω1，1ニ・・・・ =ω1.1ニ・・・・ =ωl.n+l
=0 

X=X， :印m+l.;=ー ('Pm十l，j+1-2<pm+l，J
十'Pm+1.i_d/(11h)2

(j=l......n) 
ノ (22)

y=o司 ωi.1= -2'Pi. 21(11/1)2.・ー (22-a); 

(iニ2・・・・m)

Y=+ -2 .ω1.n牛1二・・ ーニωi.n+l=・・・

である。(14)の境界条件から y=工ではlア二off=0 ， o} 

(~6) 

Ltこカ:って

Vi，"+1=o，よって Cj.n+l=Di，n+l=2

主7こ

a(} 
BY =0，よって {}i，n+2-0i，nニO

であるから ωはは(23-a)式となり Yzfにお
ける差分式を得る O この(23-a)式もまた，Bi+l，叫 1

および Oi-l，n+l の未知数を含んでおり‘ y=o での

ωと同様に γ=? での()(工初期fl~ として与えるこ
とはできない。したがってエネルギ一方程式について

の数値解は(19)ならびに(23-a)式を用いてなされ

る。ここで(21)，(22)， (23)で司 mニ 2n・X，である。

(図2参照)

司直 XJについて

前に 2.3で述べた境界条件 X二∞の点に関する有

限領域 X=X，の値は次のような予備的な計算をする

ことにより定めたc 関5に示すように.0<X<X，の

領域て1主流路断面の温度分布はYの関数 (()ニ(}(}引

であるが XよX，で、分布は完全に発達した一様な温度

分布 (()=1) となることが考えられる。

(27) 

ここで Y二Oにおける ωに関する差分式(22-a)は

れ，2 の未知数を含んで、おり， y=O (壁)での剖は初期

値として与えることはできなL、c したがって，流れに

関する数値解l土(17)，(18)式に加えて(22-a)の3式

を用いてなされる c

以上‘ヂおよびωについての境界備を計算する差分

式を示したが『詳細については前報6)で検討しである

ので参照されたし〈

~ ()について

=ωm+l.n+l =0 

、}ノ
η
3
 
つ制
〆
【
¥

X=o ;(}"，ニ・ =(}"j=ー・

=(}"，，+，=O 

X=X， ; Om+1.1=・・・・・・=Om+l，j=

=(}m+J，叫1=1

y=o‘O2，1 =ー・・・=Oi.1ニ・・

=Om+l，l=l 

γ=j;Ot，nH=す(Ai，"+1IJi+1，山
+βi ，n+l{Ji-l，n十 1十41)i，，，) 

..(23-a) 

(i=2......m) 

ここで y二?トI凶ける差紛分式(ω23一 a叫)は図 Hにこ

すような仮想点を考えることによりf得号たものてで、ある O

ー~t， n平2--- 十

反軒

ι 」!(
乙 /i-l.n+l !i.n+1 一一「芹1， n+1 。

図5

そこで、この境界点丸を適当に丸=10 と定め

(この値は W.H. Kay， R. Manohar らの計算結果か

ら Nu数のほぼ一定となる X より十分大きい値を選

んだ)数値解を求めた。結果は図6に示すように X:':"，
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2. 5 (Re二 Iについて)の領域で温度分布はO二 lであ

る。また X1￥2.5のいくつかの値について数値解を

行ない『それぞれの丸に対する数値解の結果を比較

してみたところ， 0.1 %の誤差範囲で一致している c

。
1 ~-一一 一一一一ーーー

主三上工三主5

2 3 X 

図6

この予備計算の結果から， X1を Pe三三1では X1二 3，

また l<Pe~玉4 では X， =5 とした。

このようにして定めた境界条件に関して，この境界

値のもとに求めた解が一意的であるかどうかについて

の数学的義論は別にして(流体の偏微分方程式の解の

一意性については数学的には未だ明らかでなし、)， 物

理的には適当なものであると考える。

3.2 計算手11慎と反復式

実際に行なう数値解は反復法を用し、る。それぞれの

差分式についての反復式は，流れに関する (17)，(18) 

および(22-a)式について
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 および

ω i~1 = -2í";~VC .dh)2 (30) 

また，温度に関する (19)および(23-a)式について

。 ;??=om+5〔す〔ん ， j f} ;.~l ， j 十 Bi，j8 

?±iiI十Ci ， j()~.~j 十 1+Dz ， JOY71uor〉〕

(31) 

および

。;ワ!)1=O~~~十 1+e(すCAi，n十州1，n+l

+Bi.叫川町iz+1十49i~;;')) 昨日時1J (32) 

であるc ここで上添の(n)は反復回数， ごは緩和係数

である c そして計算は(28)、(29)，(30)式で流速分布

を求めその結果を用いて(31). (32)式で温度分布を求

める O その計算手順を次に示す。

1) C~8) ， (29)， (30)式て、流れについての数値解を求

める。

(この計算手順の詳細は前報6)で述べてあるので，

ここでは省略する。)

2) 3.1.2で述べたように Oについての境界値を与え

るO 未知数である内部点はすべて零とする O ただL

数値解は Pe数を)順次上げて解いてゆくので，収束

を早めるため‘次の Pe数の計算に用いる内部点の

値は先に求めた Pe数の小さいときの結果を初期値

として採用する。

3) 1)で求めたヂを用いて(31)式で内部点の0を計

算するc

4) 1)， 3)で求めた¢および0を用いて(32)式で中心

軸上の θを計算する C

5) 3)， 4)の計算過程を次の条件を満足するまで繰返

えし行なう。

loh;7J〉一円~~1/16'刀|三三10-5 (33) 

ここで‘ (33)式の判定は任意に選んだ40の格子点で、

行なったc

6) 5)の条件を満足したときの Oの値を解とする。そ

して， 1)にもどって次の Reおよび Pe数の流れお

よび温度に関する数値解を行なれ

4. 計算結果と芳察

流れについてはすでに前報6)で報告したが，参考の

ため，図7に得られた結果のうち Reニ 1を選んで流

れの発達の様子について示す。

流れは通常の凸状 (JZ<o)の流速分布で発達し
てゆく c

j昆度分布に関する数値解は次のような Re数と Pr 

数の組合せについて行なった。(表1参照〉

図8は得られた結果の内 Peニ O.1 と Pe三 4 を選

んで温度分布の発達の様子を示したものである O 図か

ら明らかに，温度分布の発達は Pe数の小さいものほ

どその発達は早い。

この理由として‘小さな Pe数流れは Pr数の小さ

な流体流れ‘ L、し、かえれば，温度伝導率の大きな流体

の流れであるc このことから考えて，この傾向は実際

に起りうるものと思う G また，図 9は中心軸上での温

度の発達の様子を示したものである。
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‘ 
関係が使用される(境界層の厚さは分布の発達の尺度

と考えることができる)。そうすると Pr=lの場合速

度・温度丙境界層の厚さは等しく，両分布の発達は等

しいかあるいはさほど異なったものとはならないこと

が考えられるが，著者の計算結果では速度分布の発達

がかなり早し、。 この理由として考えられることは，

ム/o=l/Prtの関係は Re数の大きな場合についての

解析結果であることによるものであろう O

数値解は表1に示したように，それぞれの Pe数に

対し 3つの Re数と Pr数の組合せについて行なっ

たが，この組合せの違いによる誤差は小さく， 1.5 % 
以下である。したがって，著者の計算した P，数範囲

では Pe数について相似則が成立つと考える。

さらにこのことについて，計算結果を厳密に見ると

P，数を一定として図8，図9で示した図上で、は同一

曲線上に一致する O の{直に 8R.~20>8R ， ~5>8R ， ~l の

関係がある。これは R，数の大きい，すなわち，流れ

の早いものほど対流によるエンタノレピー輸送が大きく

なるからであろう。

図10はこの誤差について各 Pe数ごとにいくつかの

場合について示したものである(中心軸上〉。

図から，誤差は流路入口近くで，また Pe数が大き

くなるにしたがって大きくなる。この理由を考える

と，p，数が大きくなるにしたがし、エンタノレピー輸送

項の影響が大きくなるからであろう。これとは逆に誤

差の小さな Pe=O.l の場合の流れは Pr数が小さな

流れであり，エネルギ一方程式のエンタノレピー輸送項

に比べて熱伝導項が支配的で、ある C したがって，数値

図8
図7
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0.2 

当然のことながら，やはりその発達は Pe数の小さい

ものほど早い。ここで，図中の点線は速度分布の発達

点(助走区間長L)を示したものである O 図から，流速

分布と温度分布の発達を比較すると速度分布の方が早

く発達していることがわかる(図7，8 jj可図からもわ

かる)。このことに関して，一般に温度境界層厚さんと

速度境界層厚さ 8の比はん/占キl/Prま(Pr三三1)の

1 
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20 
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20 

4 
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解を求める際ンタルビー輸送項は無視できるほど

小さく対流成分 U，j' の違いはさほど結果に影響を

およぼさないことが考えられる。また得られた結果の

内では一番誤差の大きいんニ4の場合について見る

と、 Re=5および Re=lとして得られた両者の結果

を比較すると誤差はほとんどなく‘ Re=20と Re=5，

Re =20とRe=lと速度差の大きくなる程誤差は大き

いことから考えてもこの誤差はエンタノレヒー輸送項の

影響度合によるものと考えられる C

図11は壁面近傍 (Y=0.09)について、図10と同様の

誤差曲線を示したものである。

図からわかるように.5主両近傍ではほとんど誤差は見

られない (Peニ0.1，0.4および1は誤差がなし〕。

これは，すでに知られていることだが壁面近くでは

特に熱伝導が支配的でありーこの程度の Re数の違い

はほとんと影響をおよぼさないからであろう c

しかしながら『以上示した誤差はし、ずれも無視でき

る程小さく、 Pe三三4の範囲で温度分布は Pe数につい

て相似則が成立つことが言える。しかし，Pe数の増

加とともにエンタルビー輸送項と熱伝導項が，特に流

路入口近傍では V成分も加わり復雑に影響しあうの

で，どの程度の Pe数まで相似則が成立つか推則でき

なL、。

5. 結 果

得られた結果を次のようにまとめる。

1) Pe三三4の範囲では流速分布は温度分布の発達より

早いC

2 )掘度分布の発達は Pe数に依存して Pe数の小
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さいものほどその発達は半い。

3) P e三三4の範囲では祖度分布は Pe数について相似

則が成立する。

最後に、得られた結果l主流体物性値が温度に依存し

ないとして、運動方程式とエネルギ一方程式を独立と

したものである。しかし実際の現象はわずかであって

も物性値の変化が起っているはずであり、このことを

考慮した計算を行なってみる必要がある O
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